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Sujet 1:
On considère l’application f  de ℝ vers ℝ telle que : ∀ x∈ℝ . f (x)=x2

−x+1

1. a)  Calculer les images de 0  et de 1  et de −1

b)  Déduire l’image directe de l’ensemble A={−1,0,1}

2. a)  Calculer les antécédents de 0  et ceux de 1  et ceux de 3  

b)  Déduire l’image réciproque de l’ensemble A={0,1,3 }

3. a)  A partir de la forme canonique du trinôme x2
−x+1 , déterminer les coordonnées de Ω , le 

sommet de la parabole ζ f

b)  Représenter graphiquement la parabole ζ f

4. a)  En utilisant ζ f , Déterminer l’image directe de [12 ,1] et celle de [0 ,1 ]

b)  En utilisant ζ f , Déterminer l’image réciproque de [12 ,3] et celle de [−1,0 ]

5. Soit l’application g  de ℝ vers ℝ telle que : ∀ x∈ℝ . g(x )=x(√x2
−1)+1

a)  Montrer que f et g  ont la même restriction sur [0 ,+∞ [ le graphique 

b)  Représenter dans le même repère qu’en 3-b le graphique de g

Sujet 2:

On considère l’application f  de ℝ−{1 } vers ℝ telle que : ∀ x∈ℝ−{1 } . f ( x)=
x+1
x−1

1. Déterminer l’image directe de l’ensemble A={−1,0 }

2. Déterminer l’image réciproque de l’ensemble A={0,1 ,−1 }

3. Montrer que : ∀ x∈ℝ−{1 } . f ( x)=1+
2

x−1
et déduire les asymptotes de ζ f de f

c)  Représenter graphiquement l’hyperbole ζ f

4. a)  En utilisant ζ f , Déterminer l’image directe de [0 ,1 [ et celle de ]1 ,+∞ [

b)  En utilisant ζ f , Déterminer l’image réciproque de [2 ,+∞ [

5. Soit l’application g  de ]1 ,+∞ [ vers te ]1 ,+∞ [ telle que : ∀ x∈]1 ,+∞ [ . g (x)= f (x)

a)  Montrer que : ∀ y∈ ]1 ,+∞[ . ∃! x∈ ]1 ,+∞ [ . g (x)= y

b)  Déduire que g  est bijective de ]1 ,+∞ [ vers te ]1 ,+∞ [ et définir sa réciproque g−1

c)  Calculer gog (x) pour tout x∈ ]1 ,+∞ [
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Sujet     3:   

Soit E un ensemble non vide et A une partie non vide de E telle que A≠E   

Soit f : P (E) → P (E) l’application définie par f (X )= A∪X  pour tout X∈P (E)

1. Calculer f (∅) et f (A) et f (A) et f (E)

2. Montrer que l’équation ∅ n’a pas d’antécédent par f   dans P (E)

3. Montrer que f n’est pas injective

4. Montrer que fof= f

5. Soit g l’application de P(E )  vers P(E )  telle que : ∀ X⊂E . g(X )=A∩X

Etudier les propriétés de l’application g

Sujet     4:  

Soit A une partie d’un ensemble non vide E. On définie de E vers {0,1 } l’application  {f A ( x )=1 si x∈ A
f A ( x )=0 si x∉ A

  

1. Calculer f E (x)  et  f∅ (x) pour tout x∈E

2. Montrer que si A≠∅ et A ≠ E  alors f A est surjectif

3. Montrer que :    A=B⟺ f A=f B

4. Soit A et B deux parties d’un ensemble non vide E.

a)  Montrer que  f A∩B=f A× f B  et que  f Ā=1−f A  

b)  Montrer que   f A ∖B=f A−f A f B   et que   f A∪B=f A+ f B− f A f B

Sujet     5:   

   Soient  f : E→F une application. Soient (A , A ')∈(Ρ(E))2 et (B ,B ' )∈(Ρ(E))2 

1. Montrer que   f ( A∪A ' )=f (A )∪ f (A ' )  et  que  f
−1

(B∩B' )=f −1
(B )∩ f−1

(B')

2. a)  Montrer que   AC f−1
(f ( A ))   

b)  Montrer que si f  injective  alors   A=f−1
(f ( A )) 

3. a)  Montrer que   f (f−1
) (B )CB 

b)  Montrer que si f  est surjective alors  f (f−1
) (B )=B  

4. a)  Montrer que f ( A∩A ' ) C f (A ) ∩f (A ' )

b)  Montrer que f ( A∩A ' ) C f (A ) ∩f (A ' )  si et seulement si f  est injective
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Sujet     6:  

Soit E un ensemble non vide et soit x∈ E  . On considère les ensembles :

      Γ={X∈ P(E ) / x∈X }       et      Τ= {X∈P(E) / x∉ X }

1- Vérifier que :  P (E )=Γ∪Τ     et    Γ∩Τ=∅
2- Soit l’application h définie de Γ  vers Τ  par h (X )=X−{x }  Montrer que h  est bijective et 

définir sa réciproque

3- En utilisant les questions 1- et 2- , montrer par récurrence que :

             cardE=n  ⇒   cardP (E)=2n 

Sujet 7:  

Soit E un ensemble non vide et P (E) l’ensemble de ses parties et A une partie de

1. a) Montrer que ∀ X∈P (E) . A∖ (AΔ X )=X∩A et (AΔ X )∖ A=X∩ Ā (Schéma de Van)

b)  Déduire que ∀ X∈P (E) . AΔ (AΔ X )=X

2. Soit f : P (E) → P (E) l’application définie par f (X )=AΔ X  pour tout X∈P (E)

a)  Calculer f (∅) et f (A) et f (A) et f (E)

b)  Montrer que f est injective et est surjective

d)  Déduire que f est  bijective et déterminer sa réciproque f−1

3. Montrer que fof (X )= f (X ) (C∈P(E))

Sujet     8:  

Soit A une partie non vide d’un ensemble non vide E. Soit Z l’ensemble   Z={X∈P (E ) / AC X }

L’application   φ : P (E )→P(A )× Z   est telle que    φ (X )=(A∩X , A∪ X )  pour tout X∈P (E )

1. Montrer que :

a)   A∪X=A∪Y⇒ Ā ∩X= Ā ∩Y   pour tout  (A , X ,Y )∈(P (E))3

b)   A∩X=A∩Y⇒ Ā∪X= Ā∪Y   pour tout  (A , X ,Y )∈(P (E))3

2. Montrer que : [ (A∩X=A∩Y )  et  (A∪X=A∪Y ) ]   ⇒   (X=Y ) 

3. A et B et C sont trois partie de E telles que BC ACC . 

Montrer que {A∩X=B
A∪ X=C  ⇒ X=(C ∖A )∪B 

4. Montrer que f  est bijective et déterminer sa réciproque
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Sujet     9:  

On considère l’application E , partie entière, définie de ℝ vers ℤ .

1. Calculer E(√2) et E(
−1
2 ) . E est-elle injective ?

2. Montrer, par contre que E  est surjective

3. Déterminer l’image directe de ℤ et celle de [0,1 [ et celle de [−1,5 [

4. Déterminer l’image réciproque de {−2 } et celle de {−1,2 } et celle de ℕ

5. Résoudre dans ℝ l’équation E( x2
)=x

Sujet     10:  

Soit l’application f :ℤ [0,1 [ → ℝ définie par :  ∀( p ,d)∈ℤ [0,1 [ . f (p ,d)= p+d

1. Vérifier que : ∀(d1 , d2)∈[0,1 [ . −1<d1−d2<1

2. Montrer que 

∀( p1 , d1)∈ℤ[0,1 [ . ∀( p2 , d2)∈ℤ [0,1 [ . p1+d1=p2+d2 ⇒ (p2 , d1)=( p2 , d2)

Déduire que f est une application injective

3. Montrer que f est bijective et définir sa réciproque (Penser à utiliser la partie entière)

Sujet     11:  

Soit l’application f :ℕ2
→ ℕ définie par : ∀( p ,q)∈ℕ2 . f ( p ,q)=2p

(2q+1)

1. Etudier la parité des entiers naturels premiers

2. a)  Montrer , par l’absurde et en utilisant un argument de « parité » d’un entier, que : 

                         si 2p1(2q1+1)=2p2(2q2+1) alors p1=p2

b)  Déduire que f est une application injective

3. En considérant la décomposition en produit de facteurs premier d’un entier naturel, montrer que f

est surjective et déduire qu’elle est bijective

Sujet     12:  

Soit f  l’application de IR2 dans IR2 définie par f ( x , y )=(x+ y , xy) 

1. Montrer que : ∀ ( x , y )∈ IR2 . f ( x , y )=f ( y , x).  f  est-elle une application injective ?

2. Résoudre dans IR
2
 le système :  {x+ y=1

xy=1  .  f  est-elle une application surjective ? 
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Sujet     13:  

1. Montrer que : ∀ x∈ IR . −1<
x

1+|x|
<1

2. Soit l’application f  définie de ℝ vers ]−1,1 [  par :   ∀ x∈ IR . f ( x )=
x

1+|x|
 

a)  Montrer que l’application f  est injective

b)  Montrer que l’application f  est surjective. Déduire l’image directe de ℝ  par f  

3. Soit l’application g  définie de ]−1,1 [ vers ℝ  par : ∀ x∈ ]−1,1 [ . g (x)=
x

1−|x|
Calculer gof (x)  et fog(x)

4. Montrer que f  est bijective de ℝ vers  ]−1,1 [  et déterminer sa réciproque 

Sujet     14:  

Soit f  l’application définie de IR✶ vers ℝ par : ∀ x ≠0. f ( x )=
x−2
|x|

 

1. Montrer que :   ∀ x∈ ]0,1 [ .     f (x)= f (
x

x−1 ) .  f  est-elle une application injective ?

2. Montrer que ∀ x ≠0. f ( x )<1. Déduire que f  n’est pas surjective

3. Montrer que : f ( IR✶ )= ]−∞ ,1 [

Sujet     15:  

Soit f  l’application définie de IR✶×IR ✶ vers [4 ,+∞ [ par :  f ( x , y )=( x+ y )(
1
x
+

1
y ) 

1. Calculer f (
1
x
, x) et f (x ,

1
x ) pour tout x>0 

2. Montrer que f  n’est pas injective

3. Montrer que  f  est surjective 

Sujet     16:          

            Soit l’application f : [−1 ,+∞ [ → [1 ,+∞ [  telle que f ( x )=x+2 √x+1+2 ; x≥−1

1. Vérifier que : ∀ x≥−1. f (x)=(1+√ x+1)
2

2. Déterminer l’image réciproque de B= {1,2 }

3. Montrer que : ∀ (a ,b)∈ [−1 ,+∞ [
2
. x< y ⇒ f (x)< f ( y) . Déduire les variations de f

4. Montrer que f est bijective et définir sa réciproque f−1

5. Déterminer deux applications h et g telles que   f= goh
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Sujet     17:   

            Soient les applications définies de ℝ vers ℝ par :   u ( x )=x2
−x et f ( x )=x4

−2 x3
+ x

1. Calculer u(0)  et u(1) et déduire que f  n’est pas injective

2. Montrer que : ∀ x∈ℝ . u( x)≥
−1
4

et déduire que f  n’est pas surjective

3. a)  Montrer que :  ∀ x∈ IR . f ( x )=(x2
−x)2−(x2

−x)  

4. b)  Ecrire f sous forme d’un composé de deux applications à déterminer

Sujet     18:  

Soit f  une application de ℝ  vers ℝ  telle que ∀ x∈ℝ . fof (x)=4 x−9

1. Calculer f (3)

2. Montrer que f  est injective et est surjective

3. Calculer f −1
(x) en fonction de f(x)

Sujet     19:  

Soient f :ℕ✶
→ℕ telle que f (1)=4 et f (n+1)=

1
2
f (n)+

3
2

(∀n∈ℕ✶
) et g (n)=f (n)−3

1. Calculer f (2)  et g (1)

2. a)  Montrer que : ∀n∈ℕ✶ . g(n+1)=
1
2
g (n)

b)  Déduire que ∀n∈ℕ✶ . g(n+1)=( 12 )
n−1

puis déduire f (n)  en fonction de n

3. Montrer que f  est injective mais pas surjective

Sujet     20:  

1. Soit a un nombre réel tel que |a|<1 .  Montrer que : ∀ x∈]−1,1 [ . | a+ x1+ax|<1

2. On considère l’application φa  de ]−1;1 [ vers ]−1;1 [ donnée par  φa(x)=
a+x
1+ax

a)  Déterminer  φaoφ−a et  φ−aoφa

b)  Montrer que φa est bijective et déterminer sa réciproque
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