TD DE MATHEMATIQUES — 2SM-CYCLE SECONDAIRE QUALIFIANT

Chapitre : Arithmétique

Br-Rachid  http://www.sc-math. e-monsite.com

Sujet 1 :
1. Montrerque: Yn€N. Va€Z a divise (a+1)"'—1

2. Montrer que si nN€Z est impaire, alors n°—1 estdivisible par 8

Sujet 2 :
1. Résoudre dans Z Téquation: x—1/x+3

2. Résoudre dans Z Dléquation: x+2/x°+2

3. Résoudre dans Z Téquation: —+l =1
X y 5
Sujet 3 :
1. a) Etudier et représenter la fonction f: R->R telle que: f(x)= ?(7_8
X +x+7

b) Déduire que 'équation (x2+x +7)/( X +x+ 8) n’a pas de solution dans Z

3x+1[16x*—x+1

2. Déterminer les entiers relatifs qui vérifient 5
3x+1]12x +x—1

Sujet 4 :
Soit n€Z .Onpose f(n)=n"+n+1 et ¢g(n)=n"—n+1
1. a) Montrerque f(n) et n dunepartet f(n) et n+1 dautre part, sont premiers entre eux
b) Méme question pour ¢ (n) et n dune partet g (n) et n+l
2. a) Montrer que f (n) et g (n) sont impairs pour tout n€Z
a) Montrer que si O est un diviseur commun de f(n) et g (n) alors | 0€({—2,—1,1,2}

b) Déduire de 1. que Df(n)ﬂDg(n)Z{—l,l} etque f(n) et g(n) sontpremier entre eux

Soient a€Z et bEIN” . Onsuppose que q estle quotient de la division euclidienne de a—1 par
b

Montrer que pour tout n€IN |, le quotient de la division euclidienne de ab"—1 par b™" est encore
q

Sujet 6 : Sous groupe de Z

1. Soit me€Z .Soit M, ={km. Kk€&Z] Tensemble des multiplesde m dans Z
Montrer que M est un sous groupe de  (Z, +)

2. Réciproquement, soit H un sous groupe de (Z, +) non trivial ( différentde {0} etde Z )
a) Montrer que IN*‘NH# @ .Danslasuite a désigne le plus petit entier positif de H
b) Montrerque: YV k€Z. ka€H ( M,cH )

c¢) Soit h€H .En effectuant la division euclidienne de h par a ,montrerque h€EM,
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d) Quels sont les sous groupesde Z ?

Sujet 7 :
1. a) Montrerque: Yn€Z. 24n’+8n=0[16]
b) Déduire que: V' n€Z. (2n+1)'=1[16]
2. Montrerque Ya€Z. a'=0[16] ou VacZ. a*=1[16]
Sujet 8 :
1. Déterminer le reste de la division Euclidienne de 19°* x 23*" par 5
2. Déterminer le reste de la division Euclidienne de 8795468 x10" par 3
3. Quel est le reste de la division euclidienne de  12344321+43211234 par 7 ?
4. Montrer que 15° divise 16"—1-15n pourtout n€N
5. Montrer que 9 divise 4"—1-3n pourtout n€N
Sujet 9 :
On considere dans  Z°  T'équation (E):13x+5y=3
1. a) Montrer que x=1[5] etque y=-2[13]
b) Donner une solution (XO ) yO) de I’équation (E ) dans Z°
2. Montrer que VY k€Z. (x,~5k,y,+13k) estaussi solution de I'équation (E) dans Z*

3. Montrer que tout diviseur commun de x,—5k etde y,+13k figure dans de{-3,—1,1,3}
Sujet 10 :

1. Montrer par récurrence que : V n€IN. 3%=3 [6]

m

2. a) Ecrire le nombre 457 sous la forme Z ak2k avec 0=<a,<1 et melN
k=0

b) Déduire le reste de la division euclidienne de 15" par 6

Sujet 11 :
Soit u,=0 et u;=1 et VneN. u,,=3u

n+2

n+l 2 un
1. Onpose U, ,—U,=V, pourtout n€IN
2. Montrer que la suite (vn) est géométrique et calculer v, enfonctionde n

3. Montrerque: Vn€N. u Au, =1

Sujet 12 :
Soit n€IN". On considere l'ensemble  Z,(0)={x€Z. x=0 [n]}
1. Ecrire C, ( 0) en extension ( Donner la forme des éléments de  Z,(0) )
2. Montrer que n(O) est un sous groupe de (Z, +)
3. a) Montrer que Z,(0) eststable dans (Z, x)
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b) Montrer que (Z,(0),+,x) estun anneau commutatif intégre

Sujet 13 :
1. Montrer que n’=n|7|
2. Déterminer les valeurs de n € Z pour lesquelles n°—3n+5=0 [7]
Résoudre dans Z /6 Z T'équation x°—9x+11=—8

Sujet 14 :
1. Dresserlestablesde (Z/6Z,x) etde (Z/7Z,x)

2. Montrer que ((Z/7Z)", x) estun groupe
3. ((Z/62Z)", x) est-il aussi un groupe ? Justifier.

Sujet 15 :
On rappel que (Z,+,x) est un anneau commutatif unitaire et integre.

Soit n€IN". Onnote Z,(k)=k avec 0<k<n—1 laclasse d’équivalence de k modulo

n eton considere I'ensemble Z/nZ=(¢,(k)=k. 0<k<n-1]
On définit 'application s de Z vers Z/nZ par s(x)=&,(x)=x

1. a) Montrer que: YV O<k,#k,<n-—1. kj N kz = (Classes deux a deux disjointes)

b) Montrer que : k,Uk,Uk,U.......... Uk, ,=Z
2. a) Montrer que S est une application surjective

b) Montrer que S est un morphisme de (Z , +) (respectivement (Z, X) ) vers (Z/ nzZ, +)
(respectivement (Z/nZ,x) )

¢) Montrer alors que (Z/ nz,+, X) est un anneau commutatif unitaire et qui est ,suivant n , non
integre
3. On définit lapplication ¢ de Z/nZ vers I'ensemble des racines n“™ complexes de I'unité
i2km i2km

I'=le " . 0<k<n—1} par ¢@(k)=e "

Montrer que ¢ est un isomorphisme de  (Z/nZ,+) vers T
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Sujet 1 :
1. Donner la décomposition en facteurs premiers de 15!
2. Calculer le nombre de diviseurs de 15!
3. a) Calculer le nombre de diviseurs impairs de 15!
b) Calculer le nombre de diviseurs pairs de 15!
c¢) Calculer le nombre de diviseurs non premiers de 15!
Sujet 2 :
Soient a et b deux entiers supérieurs ou égaux a 1
1. Montrer que 2ab—150[2a—1]
2. Soit p€IN .Montrer quesi 2°—1 estpremieralors p est premier
Sujet 3 :
1. Soit p un entier premier supérieur strictement a 2
2. Résoudre dans Z/p Z T'équation : x°=1
3. a) Montrer le théoreme de WILSON : si p premier alors | p—1)/+1 est divisible par p
b) Etablir la réciproque
Sujet 4 :
Soit I'application f de IN* vers IN* telleque: V(n, p)e N*.  f(n,p)=(2p+ 1)2"
1. Déterminer les antécédentsde 1 etde 4 etde 12
2. Montrer que [ est injective

3. En utilisant la décomposition en facteur premier d’un entier, montrer que f  est surjective

Sujet 5 :
1. Montrer que aAb = aA(a+b) et aAb = aA(a—b)
2. Application : Déterminer suivant les valeurs de n le PGDC (2n+1) A (n+2)

Sujet 6 :
Soit la suite. u,=0 et u,=1 et u,,,=3u,,,—2u, pourtout n€N

1. Montrer que la suite  (u,) est croissante et est positive
2. Montrer par une « récurrence double », que : VneN*. u €N et u, = 1]2]
3. a) Montrerque: Vne€N. u, =2u+1
b) Déduire que: VnelN. u,Au, =1
4. Onpose:U,,,—u,=Vv, pourtout nelN
a) Montrer que (vn) est géométrique et calculer v, enfonctionde n

b) Retrouver le résultat de la question 2,b) : u, Au,,,=1
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Sujet 7 ¢
1. Résoudre dans Z le systéme : ahb=6
avb=72
2. Résoudre dans Z le systeme : | & AD=3
a+b=21

Sujet 8 :
a et b sontdeux entiers relatifs tels que : 2(aVb)+7(aAb)=11 .Onpose d=aAb

1. Montrerque d=1 ou d=11
2. Calculer a et b
Sujet 9 :

1. Montrer quesi X et y sontdeux entiers relatifs premiers entre eux, alors X+y et Xy le sontaussi
2. Montrerque: VY(x,y)€Z°. [x+y|/AlxVy|l=xAy

3. On considere dans (IN*)* le systeme : |9 Vb=72
a+b=60

a) Calculer d=aAb
b) Résoudre dans (IN*)2 le systeme : |9 Vb=72
a+b=60

Sujet 10 :

1. Soitdans Z° le systeme : VS

o’ +B°=13
aff=6 (F)

a) Montrer que : a A =1
b) Résoudre (F) dans Z°
2. Montrer que pour tout deux nombres entiers a et b :

a) ([anb=1]=|d’+b*|Aab=1
b) (az+b2) Nab=(a Ab)
x*+y*=1300

3. Soitdans Z’ le systeme
(xAy)(xVvy)=600

(E).- Onpose d=xAy

a) Montrer que d=10
b) Résoudre (E)

Sujet 11 :

1. Calculer 60" A 18" A30" pour tout ne&lN
Etablir que :

a) Yla,b|EN* da"Ab"=(anb)

b) Vla,b|€N’. a"vb'=(avb)

¢) Vla,bJ€N’. da"A(ab)'Ab"=(aAb)

d) Via,...,ny.nsa,|EN". diAdA...... Aa,=(a,ANa,A...... Aa,)
3. Soient xEQ" et n€IN. Montrer que : x"€Z o x€Z

Sujet 12 :
PGDC|m,n|=m—n
Résoudre le systeme dans IN° : { PPMC|m,n|=300

0<n<m
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Sujet 13 :

Soit n un entier naturel non nul.

On pose : Xn:n(n2+1) ot y”:n(n+1)6(2n+1) et z=

1. Montrerque x, et y, et z_  sontdes entiers naturel
2. Onpose d,=(2n+1)A3

a) Calculer d_, enfonctionde n (On discutera suivant la congruence modulo 3)

n

b) Déduire x,Ay, enfonctionde n
3. Onpose q,=nA(n+2)
a) Calculer g, enfonctionde n (On discutera suivantla paritéde n )

b) Déduire z,Az,, enfonctionde n

n+1

4. Montrerque: Vn>2. 2z Az, Az,,=1

n+1
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Sujet 1 :
1. Soit x€Z et n€IN* .Montrer quesi x=1[n] alors X et n sontpremiers entre eux

2. a) Montrerque VnelN. 3%+2=-1[6]
b) En déduire que (32"+2)/\ 6=1
3. Par la relation de congruence, déterminer un couple (x , y) d’entiers relatifs qui vérifie 113x+97 y=1
Sujet 2 :
On rappel que (Z/nZ ,+,x) estun anneau commutatif et unitaire pour tout ne€IN*
1. Onprend n non premier.
a) Montrer que I'anneau (Z/nZ ,+, x) nest pas integre
b) Résoudre x°—2x+3=0 dans Z/6Z
2. Onprend n premier.
a) Montrer, par le théoréme de Bézout, que : VYV 1<a<n—1 .ilexiste V1<b<n—1 telsque
ab=1 dans Z/nZ
b) Résoudre x°=1 dans Z/nZ
3. Onprend n=31
a) Vérifier que 1=—30[31] et 15°=8[31]
b) Résoudre x°+x+8=0 dans Z/31Z

Sujet 3 :
1. Résoudre dans Z x=1[11]
x=1[13]

2. a) Résoudre dans z’ I’équation 13x—11y=-1

x=1[11]

b) En déduire dans Z les solutions du systéme :
x=2[13]

3. a) Montrer que I’équation 14x—12y=—1 n’a pas de solution dans z’

x=1[12]

b) Résoudre dans Z
x=2[14]

Sujet 4 :
Soit dans Z*:3x—5y=13(E)

1- Montrer que : x =1[5] et déduire une solution particuliére de (E )
2- Ecrire la solution générale de (E)
3- Montrer que x A y=1o0u xA y=13

4- Déterminer les solutions (x,y) de (E) telles que %E Z
5- Montrer que : YK€ Z(5k+1|A(3k—2]=(k—5|A 13

Y 72./3x=5y=13
6- Résoudre dans XA y=13
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Sujet S :

1. Soient p et q deux entiers. Montrer que si p+q =0 [2} alors p et g sont de méme parité
2. Résoudre de différentes méthodes I'’équation : 4m—9n=432

3. Soit|E|: 4x2—9y2:432 \x ,y) € Z*. Soit S son ensemble de solutions

4. Montrer que: (x,y|€S = XEO[B] et [x,y|€S = yEO[Z]
5

Montrer alors que : |E|= X*—Y*=12 puis déterminer S
Sujet 6 :
On considére dans IN° 1’équation: 6x+10y+152z=31 (E)
1. Montrerque x=1[5] et y=1[3] et z=1[2]
2. Par un changement de variable adéquat, déduire que (E) est équivalenta X+Y+Z=0

3. Donner les solutions de (E) dans N’

Sujet 7 :
Soit p un entier naturel premier différent de 2

1. Montrerque p et 4 sontpremiers entre eux
2. Montrer qu’il existe une infinité d’entiers naturel m tels que 4"=1[p] (1)

3. Soit q le plus petit entier naturel non nul qui vérifie la relation (1). Soit n un entier naturel

qui vérifie (1) et r le reste de la division euclidiennede n par q
a) Montrer que 4 =1[p]
b) Déduire que r=0

4. Déterminer le plus petit entier naturel g tel que 4=1[29]

Sujet 8 :
1. Montrer que n' =n {42] pour tout n€Z

2. Montrer que n°—n’=0 60| pour tout n€Z
Sujet 9 :
Soit p un entier naturel premier et supérieur strictementa 2
1. Montrer que n’=n[2]pour tout n€Z

2. En utilisant le petit théoreme de Fermat, montrer que (n+ 1 )p —n’—1=0 [2 p} pour tout n€Z
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Sujet 10 :

Soit p un entier naturel premier. Soit n un entier naturel premier avec p

Résoudre dans Z/pZ Téquation x°=1 [p] (Racine carrée de I'unité)

(p—1) (p—1)

> =1[p] ou n * =—1[p]

=1 [ pz] (On pourra utiliser I'identité remarquable de Bernoulli)

Montrer que si p est impair, alors n

Montrer que n” e

Sujet 11 :

On considére dans € T’équation : 22 4z+1=0 (E)

a) Montrer quesi z€C est solution de (E) alors son conjugué I'est aussi

b) Déduire que parmi les trois solutions de (E), un est réelle. On note ¢«  cette solution
Montrer que les deux autres solutions ne sont pas réelles

Montrer que o€

Montrer que « n’est pas un nombre rationnel

Sujet 12 :

nul

=n—

k=n—1
Soit X un entier relatif différentde 1 . On pose: Sn(x): Z x" pour tout n entier naturel non
k=0

a) Calculer S,p0(—1) et Sg(2)
b) Donner une expression de S, (x) enfonctionde x sous forme d’une fraction rationnelle
Montrer que :  X"A(1—x)=1

a) Montrer que, pour tout n entier naturel non, 'équation 3"x—2 y=1 Admet des solutions dans
ZZ

b) Donner son ensemble des solutions
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Sujet 1 :
Effectuer chacune des additions suivantes de deux facons différentes : 'une en passant par la base dix et l'autre
en posant ’addition et en calculant directement dans la base précisée.

1. (101101),+(111),

2. (2054),+(156),

1. Vérifier que WI(Z)E 1[2]

2. Soit p un entier naturel premier. On pose n= m(z) ( p—1 fois zéro)
a) Ecrire n avec seulement les puissances de 2
b) Calculer p pourque n=0[p]

Sujet 3 :
Soient x=111%et y=114" et z=13054" avec a€IN* et a>5

1. Ecrire en base a les nombres x+ y et x+z (Discuter les cas possibles suivant les valeursde a )

2. Calculer a sachant que z=Xxy

Sujet 4 :
Soient a et b et ¢ tels que abc'*=abc 0’

1- a) Montrer que a et b et ¢ sont solution de I'équation 19x—13 y=4z (E ) d’inconnues dans Z°
b) Vérifier que (E) admet une infinité de solutions dans Z’ . En donner une caractérisation géométrique
c¢) Montrer que (a,b,c)#(0,0,0)
2- Résoudre dans Z: 19x—13 y=1 et déduire I'expression de la solution générale de (E)
3- Montrer que a et b et ¢ sont de la forme a=—8c+13ketb=—12c+19k aveck=10ou k=2
4- Calculera etbetc
Sujet 5 :
A- Préliminaires :
1- Soient a et b et c trois entiers relatifs avec a Ab=1. Montrer que : ac Ab=bAc
2- Montrerque: VmeZ. m(2m+1)A(m+1)=1
3- Déterminer (m+1)(2m+1)A(2m+3) pour tout m entier relatif
B- Soient nun entier naturel non nul. On pose : a,=2310, et b =252 et d =a,Ab,
1. a) Montrer que 2n+1 est un diviseur commun a a et b
b) Déterminer, suivant la parité de n le plus grand diviseur commun de n°+n et n+2
¢) Déduire que d,=2n+1 ou d,=2(2n+1)
2. a) Ecrire la décomposition en facteurs premiers de a, etde by
b) Résoudre dans Z’ I’équation : a x+b,y=—26

¢) Montrer que toute solution de cette équation est formée de deux entiers premiers entre eux
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Sujet 6 :
Soit dans Z* 1’équation: (x+1)’=9+5y (E)dont (x,y) estune solution
1. a) Montrer que x=2[5] ou x=1[5]
b) Résoudre (E) dans Z*
2. Montrerque: Vke€Z. (5k’+4k—1)A(5k+1)=(k—3)A8

3. Résoudre dans IN’ e systeme : m(x):E(y) et xAy=8 et x=1[5]

Sujet : Bacc Maroc 2010

. Déterminer les entiers positifs M qui vérifient et m°+1 =0 dans Z/5Z

I Soit p un entier naturel premier tel que p=4k+3 et soit 1 de N tel que n°+1=0 dans Z/pZ

1+2k)

=—1[p|

b- Montrer que p et n sont premiers entre eux

a- Vérifier que : (nz)(

C- Déduire que : (nz)(1+2k>51[p}

III.  Montrer qu’il n’existe pas d’entier naturel n qui vérifie n’+1=0 dans Z/ pZ

Sujet 7 : Bacc Maroc 2011 (Vendredi)

Soit N le nombre entier qui s’écrit dans le systeme a base 10 : N=111...... 111...... 111

2010 fois
1- Montrer que N est divisible par 11

2-  Vérifier que 2011 est premier et montrer que 9 N = 102010 -1

3- Montrer que 2011 divise N

4- Montrer que : N =0[22121]

Sujet 8: Bacc Maroc 2012

1- a- Montrer que 503 est premier
b- Montrer que 7°%=1 [503] et déduire que 7°°® =1 {503]
2- Soit dans Z° I'équation 49x—6y=1(E)

Sachant que (1,8) est solution de (E ), Ecrire la solution de (E ) (Faire apparaitre la méthode)

2007

3- Onpose: N=1+7+7+...+7

2006

1- Montrer que (7 , N ) est solution de (E )
2- Montrer que N est divisible par 4 et par 503

3- Déduire que N est divisible par 2012
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Sujet 9: (Bacc 2017 Norm)
On admet que 2017 est premier et que 2016=2"37
Soit p unnombre premier supérieur ou égalea 5
1. Lecouple (x,y) de (IN)* esttel que: px+yP '=2017
a) Vérifier que p<2017
b) Montrer que p ne divise pas Yy
¢) Montrer que y” =1 [p] puis déduire que p divise 2016
d) Montrer que p=7
2. Déterminer les couples (x,y) de (N qui vérifient px+y? '=2017
Sujet 10: (Bacc Norm 2016)
Premiere partie
Soit  (a,b)e(IN*)* tel que le nombre premier 173 divise a’+b’
1. Enobservantque 171=3 x 57 ,montrerque: a '=—b""[173]
Montrer que “ 173 divise a ”sietseulementsi“ 173 divise b ”

On suppose que 173 divise a .Montrer que 173 divise a+b

A

On suppose que 173 ne divise pas a
a) En utilisant le théoréme de Fermat, montrer que a'”=p"”? [173]
b) Montrer que am(a+b)50[173]
c¢) En déduire que a+b=0[173]
Deuxieme partie
Soit dans  (IN*)* Iéquation (E) X+y’=173(xy+1)
Soit (x,y) unesolutionde (E) .Onpose x+y=173k avec ke&IN"
1. Vérifier que  k(x—y)+(k—1)xy=1
2. Montrer que k=1 puis résoudre I’équation (E )
Sujet 11: (Bacc 2015 Norm)
Soit X un entier relatif tel que : x'*°=1436 [2015]
1. Sachant que 1436 ¥1051—2015x749=1 montrer que 1436 et 2015 sont premiers entre eux
2. Soit d wundiviseur communde x et 2015
a) Montrer que d divise 1436
b) Déduire que x et 2015 sont premiers entre eux
3. a) En utilisant le théoréme de Fermat, montrer que x*=1 [5] et x*=1 [13] et x*=1 [31]
b) Montrer que x “’=1 [65] puis déduire x*'=1 [2015] (Remarquer que 2015=5x13x31 )
4. Montrer que x=1051[2015]
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Sujet 12: (Bacc 2015 Ratr)

1. Soit a un entier naturel. Montrer quesi a et 13 sont premiers entre eux alors a’=1 [13]

2015

2. Soitdans IN* I'équation (E) . x° =2[13]
a) Montrer que x et 13 sont premiers entre eux
b) Montrer que x=7[13]
3. Montrer que 'ensemble des solutions de (E) est S={7+13k. k€EIN]
Sujet 13: (Bacc 2014 Norm)

Soit n un entier naturel non nul. On pose a,=333.....31 (n fois le nombre 3)
1. Vérifierque a, et a, sontpremiers
2. Montrer que: Y neN*. 3ag+7=10""

3. Montrerque: Y kelN*. 10**?*=7[31]

4. Montrerque : VYV k€N*. 3a =0[31] etdéduire que 31 divise 3a
q 30k+1 30k+1

5. Montrerquesi Vn€IN*. n=1[30] alors 'équation a x+31y=1 napas de solution dans Z°
q q n y
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