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Sujet 1:
Partie 1 :
E[10"x] E(10"x] 1
Mont : VX€EIR. VneEN. <x< +
a) ontrer que X n 10" X 10" 10"
: : E[10"x] _

: = Sn_rn+_n

Dans la suite du sujet, on pose : r, 10 et 10

b) Vérifierque r,€Q (Vn€IN) et que la suite ( (r,) converge vers X

Résultat : On vient de démontrer que tout nombre réel est limite d’ une suite de nombres rationnels.
Partie 2 :

Soit f définie sur IR et continue en 0 avec: Y (x,y)€IR’.  flx+y)=f(x)+f(y).

Onpose f(1)=p
1. Montrer que : f(0]=0

2. Montrer que: V(x,y|€IR*.  flx—y)=f(x|—f(y). Déduire que f est impaire
3. Montrer que fest continue sur IR
4. Montrer, par récurrence, que : Vn€EeE. fnj=un
5. Déduire de ce qui précede que : Vme Z. fim|=pm
. . vEeaq. (B =p
6. Montrer que q Q f q/7Hq

7. Montrer, en utilisant la partiel, que : Vx € IR. flx)=pux

Sujet 2 :
1- Soit f strictement monotone sur I'intervalle I de IR.

Montrer que [ est injective sur I. Déduire que [ est bijective de I vers f (I ).

_ St - flx)=x ; 0<x<1
2- Soit : flxl=l—x  : 1l<x<2

Montrer que [ est injective sans étre strictement monotone. Conclure
3- Soit f continue et injective sur I'intervalle I. On se propose de démontrer que fest strictement
monotone.
a) Vérifier que : « [ non strictement monotone sur I » est équivalent a :
«3(a,b)€I’. a<betf(a)=f(b) et Alc,d/€I’. c<detf(c)<f(d)»
b) On considére la fonction définie sur [0,1] par :  g(t)=f([1—t]a+tc|—f([1—t)b+td|
c) Vérifier que ((1—t|a+tc|<((1—t)b+td] Vt€]0,1]
d) Montrer que g est continue sur [0,1] puis calculer g(0) et g(1)

e) Déduire que [ n’est plus injective puis conclure.
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