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Eléments de logique
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Sujet 1 :
1. La proposition suivante est-elle vraie ? P : « Il existe un nombre réel X qui vérifie X+ x+1<0 »

JVx—1

2. La proposition suivante est-elle fausse ? R : « Pour tout nombre réel positif X tel que x#1ona: =71 >0,

2 2
3. Quelle est la valeur de vérité de la proposition Q : « Quelque soient X et y deux réels X +Xy+y >0,

oo =L
4

1. L’équation admet deux solutions distinctes. Vrais ou Faux ?

Sujet2:  On considere 'équation : x24+x+c=0 avec c €

2. Les solutions de I'’équation sont de méme signe. Vrais ou Faux

2x+1 . " .
x—3 " Donner la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes :

Sujet3;  Soit la fonction : f(x|=

1. P:«+/2 n’appartient pas au domaine de définition de f »

+2 »

2. Q: «Pour tout X de domaine de définition de f,ona f(x|= xz 3

3. R:«Lafonction [ estcroissante »

Sujet 4 :
I.  Ecrire, a I'aide de quantificateurs appropriés, les propositions suivantes et dire s’elles sont vraies ou fausses

1. Pour tout nombre réel, il existe un entier relatif qui lui est inférieur

2. Il existe un entier naturel plus grand que tous les nombres rationnels
x’sin (x)
x*+1

3. L’expression est bornée quelque soit le nombre réel X

[l.  Ecrire sans quantificateurs les propositions suivantes et dire s’elles sont vraies

1. P:«3Ix€ _T”%} 2sin(x|=1=0 »

2. Q:«VYmeIN. Ix€IR. x’—mx—1=0»

Sujet S :
[.  Donner la négation des propositions suivantes :

1. P:«Tous les étres vivants sont des mortels »
2. Q:«La fonction donnée par f|x|= x*+1 est croissante sur IR »
3. R : «Ilexiste un entier relatif qui n’est pas multiple de 3 »

[I. Nier les propositions suivantes :
x+1
2
X +1
b. Q:«3y€l,+o[. y’#1»
c. Ri«VMEIR". 3x€IR. 2VM—x=0»
2- Quantifier la proposition suivante: “Il n’existe aucun nombre réel supérieur a tous les nombres relatifs »

a. P:«VxeZ. eqQ »
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Sujet 6:
1- Nier la proposition :  Vx € IR. —3<x<4
2- Ecrire en indiquant séparément les conditions sur X et Y la proposition: (X, y] #(0,0)
3- Ecrire en indiquant les conditions sur x la proposition :  |x|#5

. e 2x—3=0
4- Nier la proposition :  Ix€R. JyeR. x+5y=1

5- Nier la proposition: J!/x€E. 2x+1=0

Sujet 7:
1- a) Ecrire sous forme d’un intervalle 'ensemble des nombres réels tels que : | if_ 525 0
b) Déduire le domaine de définition de la fonction f|x ]:#
. e . . x—y=1
2- Résoudre le systeme a variables réelles :
(2x+y)(x+y)=0
3- Résoudre le systéme 2 variables réelles : (2x=y=1)(x=y=1)=0
(x+y—1)(2x+y—1)=0
4- a) Résoudre le systeme a variables réelles : x+y=1
3x—y=0
b) Déduire les solutions du systeme : [ x| +ly1=1
3IxI—=lyl=0
Sujet 8 :
. C oy 5
1- Soit x €[0,27]. Montrer que si 2sin(x)—1=0 alors x:% ou x:%
2- Soit x€Z. Montrer que : X2+%X+1:0) = (x=-2)
1
3- Soit x € IR". Montrer que : (|X|+N>Z2

4- Soit(x,y)GIRz. Montrer que : (\/X2+1 + \/y2+1=2) = (x=0 et y=0)
5- a) Montrer la proposition P: WV a€R”. VbeR*. (a<b = <Ja+a<Vb+b)
b) Ecrire la négation de P
6- Montrer que pour tous nombresréels a , b , x et y : ax+by=1 = (a’+b’)(x’+y’)=1

Sujet 9:
Soient P et Q deux propositions. Montrer que :

1. [P = [QetQ)] = P estuneloilogiques

2. [[PetQloulPetQ|] = Q nest pas une loi logique

Sujet 10:
1. Soitn un entier naturel.

a) Montrer par une implication directe que : (n est pair) = ( n” est pair )
b) Montrer, par contraposition, que : ( n” est pair) = (n est pair)

2. Soit n un entier naturel. Montrer par contraposition que : (8 ne divise pas n’—1 ) = (n est pair)

L _21-0x

3. Soitx €IR"". Montrer que : (x#0) = 1+Vx
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4. Soit xet y deux nombres réels avec xy #1. Montrer par contraposition que : X7y = T+x # 1 3/ 5
X y
Sujet 11:
nin+1
1- Montrer par disjonction des cas, que :  VYnée€IN. | 5 " €N
nn+1)n+2)
2- Montrer par disjonction des cas, que : ~ Vn&IN. %“ €N
Sujet 12:

1- Soit n€N. Montrer que : (3keN. n=3k) < [ImeN. n’=3m
2-  On rappel que tout nombre rationnel s’écrit % avec a€Z et beIN" et pgdc(a,b)=1

On rappel aussi que la somme, le produit et la division de deux rationnels est un nombre rationnel.
Montrer, par 'absurde, que :

a) Montrer que V2€Q  b) Montrer que V3¢ Q  ¢) Montrer que
Sujet 13:

. . . . . 1.1
Soient X et y et z trois nombres réels strictement positifs tels que : xyz>1 et x+y tz< +;+E

1- Montrer par I'absurde, que x#1 et y#1 et z#1
2- Montrer par 'absurde, que x<1 ou y<1 ou z<l1

Sujet 14:

Soient a et b deux nombres rationnels.
1- Montrer que : (a+bv2=0, = (a=0etb=0|
2- Déduire une condition suffisante sur @ et b pouravoir a+b+2#0

Sujet 15:

Soit n un entier naturel.

1- Encadrer n’+3n+2 par les carrées de deux entiers naturels successifs
2- Déduire, par I'absurde, que Vn’+3n+2 ¢IN
Sujet 16:
Soient A€R et BER avec Vx€ IR.EIyEIR—{gH( x; k€Z}. (A+B)sinx+/A—B)cosy =0
1. Vérifierquesi A=0 et B=0 alors (A+B]sinx+/A—Bj|cosy=0
2. a) Montrer que : ElyoelR—{gH( m; k€Z|. (A—BJcos(y,) =0 et déduire que A=DB

b) Montrerque A=0 et B=0

Sujet 17:
Soit f(x)=vV1+x—+x

1- Déterminer Iintersection de la courbe de [ et les axes de coordonnées
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2- Montrer que f est une fonction strictement décroissante
3- Montrer I'équivalence : V x€R*.V yeR". VIFx—Vx<JI+y—Vy e y<x

Raisonnement par recurrence — Complements mathématiques

Sujet 18:
Soit : f(n|=3""—2" avec n€N

1. Calculer f(1)et f(2) et vérifier que f(1) et f(2] sont divisibles par 7
2. Montrer que : Yn€IN. flin+1)=2f(n) + 7x3"

3. Montrer, par récurrence que : Vn€IN. 7 divise f (n)

Sujet 19:
1. Montrer par récurrence que :  Vn€IN. 2">n+1
2. Montrer par récurrence que : YV a€|—1,+[. Yn€IN. (1+a)">1+na
Sujet 20:
* nn+l . .
1. Onrappel que Yn€IN™. S,= 5 Déduire, en fonction de n, les sommes :
k=n
a) P,=2+4+6......... +2n (Notation : Pnzz 2k)
=1
k=n
b) I,=1+3+5......... +(2n+1) (Notation: I, =Y (2k+1])
k=1

k=n
2. Calculer le produits suivant en fonctionden:  Z,=5X 57 x5°x...x5" (Notation : Zn=H 5X )
k=1

Sujet 21: .
On pose V, =1+2%+ 3+ +n (Notation : V ZZ 'S )
k=1

1. Calculer V; et V,
_n(n+1)(2n+1)

2. Montrer par récurrence que : Vn€IN". V, 6
3. Calculer 1+2°+3°+............ +81°
k=n
4. Calculer le produit suivant en fonction de n : Q,=3x 3% x3% x .. x 3" (Notation : Qn:Z 3¢ )
=1
Sujet 22:

Pour tout n € IN” . La factorielle de n est 'entier naturel définit par: n!/=1x2x3x

On admet que 0/=1

1!
1. a) Calculer 1! et 3! et 4! puis calculer I'entier naturel 8T
b) Ecrire sous forme d’une factorielle et en fonction de n: (n+ 1) xn!
o L. ) (n+1)!
c) Simplifier et écrire en fonction de n : Tn=i!
2. On considere la proposition  P(n) : n!>2" avec neN
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a) Quelle est la valeur de vérité de  P(0) etde P(1) etde P(2) etde P(3) etde P(4)

b) Montrer par récurrence que P ( n) est vraie pour tout n=4

Sujet 23:

Soit n€EIN. Onpose: u,=1x1I42x2I+............. +nxn!

a) Calculer U; et U3

b) Montrer, par récurrence, que : Vn€ I N*. u,=n+1!-1

Sujet 24:

Soit n€EIN*.Pour XEIR—|1),0onpose: Q,=1+x+x+..+x" '

1. Calculer Q, et Q5 Lorsque x=5

2. Faire la division euclidienne de x°—1 par x—1 et déduire Q, en fonction de x

3. Montrer, par récurrence, que : Yn€IN*. Vx €IR—[1]. 1+x+x2+...+x"71=11_f)§<
4. Applications : Calculer les sommes: A= 145°+5°+...45"7 et B=1+V2+2+22+4+...+2%
k=n-1 k=n
5. Calculer en fonction de n les sommes suivantes: z 3 et Z 3
=0 =1

6. a) On pose X:% avec a€R et bER” . Déduire de la question 3- I'identité remarquable :

Vne€IN*. d"—b"=(a=b)(a" '+a" *b+...+b"")
b) Développer a’—b’

Sujet 25:
. * ) _(r 1y, (1_1 1 1
A- Soit n€IN". On pose : Wa=|1 X5 [t Xg |+ ,_+mx(n+1)
1. Calculer w, et w;
2. Montrer, par récurrence, que : anm
B- Une autre approche : 1 i b
a
1- a) Déterminer les nombresréels a et b tels que : (k—1) A
b) Déduire le résultat de la question 2-:  w,= %
: . Kk = 1 1 1
C- Soit n€IN".Onpose: Kn=|Txox3|*ox3xg /T T m
+
Montrer par récurrence que :  V n€IN”. k,=—0 (n+3)

" 4(n+1)(n+2)
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